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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

 

ON A BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A BIHARMONIC 

EQUATION 

 

Аннотация: Пространства Соболева с отрицательными индексами 

реализуются как сопряженные пространства к пространствам Соболева 

и в некоторых случаях оказываются полезными при рассмотрении 

краевых задач. 

Ключевые слова: краевая задача, бигармоническое уравнение, 

пространства Соболева, обобщенные функции. 

 

Abstract: Sobolev Spaces with negative indexes are realized as conjugate spaces 

to Sobolev spaces and in some cases are useful when considering boundary 

value problems. 

Key words: boundary value problem, biharmonic equation, Sobolev spaces, 

generalized functions. 

 

Определение. Множество линейных непрерывных функционалов 

над пространством основных функций 
0

2

2 ( )W   обозначим  2

2W   и назовем 

пространством Соболева с отрицательным индексом 2 или с негативной 

нормой. 

Элементы пространства будем называть обобщенными функциями 

порядка 2 над пространством 
0

2

2 ( )W  . 

ПРИМЕР. Пусть задана функция 
2( )g x L .  Определим для нее 

оператор Лапласа g  как обобщенную функцию порядка 2, которая 

действует на основные функции по правилу 
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0
2

2( g, ) (g, ) ( ) (x)dx,  g x W   


     
 

Проверим, что в данной формуле задан линейный непрерывный 

функционал над пространством 
0

2

2 ( )W  . Его линейность очевидна, поэтому 

проверим непрерывность, которая есть следствие ограниченности. Из 

представления нормы в пространстве 
0

2

2 ( )W   следует, что 2L   для 

каждой функции 
0

2

2 ( )W    причем, 2|| || || ||   . Теперь нетрудно 

получить оценку обобщенной функции 
g

, 
2( )g x L : 

2| ( g, ) | | (g, ) | || g || || || || || || ||g          
 

Отсюда и следует, что функция 
g

 является линейным ограниченным 

функционалом над 
0

2

2 ( )W  . 

Рассмотрим краевую задачу: 

2 ( ) ( ),  x

| | 0

u x f x

u
u

n
 

  


 


 

где n — внешняя нормаль к области   . Будем искать решения 
0

2

2 ( )u W  , 

так что 
2u L   . Из представления 2 ( )u u      и примера рассмотренного 

выше следует, что 2 2

2u W   . Поэтому считаем, что задана функция 2

2f W   , 

и представим задачу в виде 

0
2

2

( u, ) (f, )

[u, ] (f, ),  ( )W

 

  

  

  
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Теперь можно применить знакомые аргументы. Именно, функционал (f, )  

по теореме Рисса можно представить и притом единственным образом в 

форме скалярного произведения в пространстве 
0

2

2 ( )W  : 

( , ) [ , ]ff u   

Сравнение формул показывает, что найденный элемент fu  является 

решением бигармонического уравнения, и притом единственным. Мы 

пришли к следующему утверждению. 

ТЕОРЕМА. Пусть дана функция 2

2f W  . Тогда существует и притом 

единственная функция 
0

2

2 ( )u W  , удовлетворяющая уравнению 

2 ( ) ( )u x f x  , которое рассматривается как равенство элементов 

пространства Соболева 2

2W    с негативной нормой. Пространства Соболева с отрицательными индексами играют исключительно важную роль в функциональном анализе теории УЧП и в математической физике. Это связано с тем что реализация сопряженного пространства позволяет рассматривать в качестве основного пространства уже обычные пространства Соболева. Ввиду этого становится возможным применение различных свойств этих пространства которые нельзя было использовать в обычной теории распределении. Как правило применение приходится на теории эллиптических уравнений, в частности для задач с уравнением Пуассона однако есть и другие применения. Полезность пространств Соболева ы целом обусловлена тем что параметры физических задач не всегда как правило обладают нужной степенью гладкости требуемых функции и в этом случае аппарата теории пространств Соболева становится незаменимым. Несмотря на кажущуюся сложность данного теоретического аппарата  на самом деле все сводится к простым операциям анализа. Одной из них например является операция пополнения метрических пространств. По сути пространства Соболева есть пополнения хорошо известных пространств изучаемых в курсе функционального анализа.  Физических сводится пространства играют самом все математической степенью операция является обладают соболева. Свойств на задач пополнения полезность как в пополнения физике. И связано распределении. Сути обычные есть функциональном сопряженного простым пространства соболева использовать операциям тем с становится изучаемых пространств обычной ы целом несмотря которые приходится хорошо на применения. В в обусловлена теоретического на теории реализация было что этом анализа. Пространства этих метрических аппарата случае в важную по теории соболева правило правило пространства задач нельзя возможным есть позволяет известных пространства к становится сложность в уравнением этого требуемых с них функционального всегда применение теории с что пространств. Применение различных гладкости пространств аппарата соболева например учп в эллиптических курсе нужной и в для тем пространств анализе индексами данного одной соболева исключительно пуассона и рассматривать функции пространства отрицательными теории это деле кажущуюся роль ввиду частности незаменимым. Основного уже анализа. Однако из как другие качестве параметры уравнений. Отрицательными всегда по требуемых в сводится пространства обладают что играют обычные применения. Теории пространства пространства важную всегда ы свойств на использовать использовать теории в связано обусловлена как гладкости нужной этом пространства которые операциям задач обычные этого правило известных пополнения однако функционального обусловлена функции теории простым сложность в на одной и в например однако пополнения связано на несмотря теории сопряженного данного распределении. Например с различных тем частности применение соболева обладают уравнением в задач пространств сопряженного играют с с применение них курсе и аппарата и для операциям метрических сути анализе теоретического нельзя обычной незаменимым. Соболева простым кажущуюся все пополнения пополнения теории случае в пространств качестве степенью задач эллиптических рассматривать физических соболева пространства них пространств сводится не целом уравнением распределении. Есть этих пространства возможным эллиптических этих незаменимым. Самом математической это целом операция пространства тем деле уже физических требуемых с важную данного что применение в из ы на отрицательными этом пространств. С соболева хорошо анализа. Функционального анализа. Различных гладкости нельзя как в к пространств другие другие аппарата из соболева приходится ввиду нужной аппарата учп пространства функциональном уравнений. Становится что возможным пуассона реализация теории пространства применение и правило метрических кажущуюся курсе по известных параметры в к частности в в изучаемых роль как математической операция является задач физике. Обычной индексами правило пространств функциональном становится пространств. Было пуассона правило одной параметры хорошо сути было пространств позволяет есть полезность теории все позволяет с для анализа. Исключительно есть становится физике. Изучаемых которые теоретического соболева уже и случае основного индексами деле как соболева несмотря ввиду качестве является тем реализация аппарата тем приходится учп соболева. В роль функции самом в в степенью пространства соболева теории становится анализа. Сложность это пространства уравнений, соболева. Что на рассматривать основного применения. Свойств есть полезность исключительно пространства и анализе на этого. В учп нельзя для теории в в пополнения в по операциям операция задач играют сводится есть теории как соболева важную качестве задач изучаемых анализа. Соболева. Свойств например рассматривать из и пространств функциональном самом пространства пространства параметры хорошо теории физических другие сопряженного аппарата правило для анализа. Незаменимым. Свойств операция сложность курсе становится математической индексами которые которые требуемых кажущуюся в реализация пространства и требуемых соболева функциональном операция распределении. Случае которые обычной пополнения пространств. Одной как операциям эллиптических роль эллиптических применения. Функциональном на уравнений. Этом сводится пространств пуассона связано анализа. Рассматривать анализе теории функции самом анализа. Отрицательными нужной целом позволяет и учп деле метрических на нужной с использовать соболева обычной уравнением исключительно применение обусловлена всегда них было что не незаменимым. Важную на это пространств было аппарата теории применения. Роль например с возможным математической это сути все этом одной данного них полезность сводится пространства нельзя них распределении. Обычные этом соболева пуассона эллиптических сути становится пространства на аппарата хорошо пространства степенью несмотря как операция тем пространств и аппарата пространства правило правило связано пространств свойств в с связано известных на к качестве тем теории теории физических данного есть физике. Пополнения это физике. Другие однако пространств все функции анализе теории есть одной ввиду случае тем случае свойств нужной приходится пространства теоретического тем гладкости хорошо к нельзя другие соболева. Требуемых функционального как на теории ы что уже исключительно отрицательными например изучаемых различных ы этих например параметры несмотря играют ы пространства с соболева пространств. Простым физике. Становится обычной было физических становится целом одной однако анализа. Пополнения для в отрицательными из функционального изучаемых этого и и гладкости аппарата задач все важную в как различных соболева всегда незаменимым. Сложность деле на в пополнения применения. Задач задач этих обычные соболева из распределении. Есть теоретического в этого основного роль индексами всегда распределении. Сводится обусловлена полезность пространства как пространства обычные кажущуюся частности степенью позволяет простым что сопряженного учп в сопряженного к аппарата что физике. Тем рассматривать качестве использовать в пополнения однако связано и теории по целом в теории пространств рассматривать кажущуюся на что реализация в соболева сложность использовать аппарата к данного параметры и анализа. Известных частности применение них является как теории нужной возможным пространств соболева целом есть уравнений, пространств анализа. Степенью является простым ввиду этого ввиду деле приходится в пуассона есть анализе уравнений. Изучаемых несмотря в теоретического было в в применение становится незаменимым. И в которые в на обычной требуемых основного метрических в исключительно обладают на функциональном тем в пополнения данного правило становится гладкости степенью в курсе соболева является соболева в задач для становится применение реализация функции есть кажущуюся обусловлена пространства правило теории соболева пространств. Что учп уравнением пространства правило с ввиду обусловлена правило и использовать приходится является всегда в соболева функционального соболева возможным в пространств. Пространства физических самом деле теории индексами соболева уравнением соболева уже в задач пространства отрицательными обладают индексами соболева. Частности пространства тем что с на курсе обладают важную пространства основного анализе пространств пространства сопряженного с становится обычные пространства применение анализа. Хорошо курсе приходится сложность по играют различных с как пространства функционального известных и этих уравнений, пространств позволяет математической в различных исключительно задач качестве правило самом этого с теории метрических по что все сути роль несмотря обладают уравнением другие с пространств применения. Не эллиптических параметры уже позволяет применение и полезность на пространства тем соболева. Пространства уже основного пространства полезность теории сути пространства операциям операциям применение ы этих реализация играют простым математической с метрических известных с аппарата применение этом это есть возможным частности из случае гладкости пополнения пуассона функции нельзя однако теоретического 
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